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ARITHMETIQUE DES ENTIERS RELATIFS

1 DIVISION DANS 7

1.1 RELATION DE DIVISIBILITE

Définition (Divisibilité, diviseur, multiple) Soient a,b € Z. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b, ou que
b est divisible par a, ou que b est un multiple de a, s’il existe k € Z tel que b = ak. Cette relation se note alb.

Théoréme (Propriétés de la relation de divisibilité) Soient a,b,c,d € Z.
(i) La relation de divisibilité | sur Z est réflexive et transitive. Elle n’est cependant pas antisymétrique puisque :
alb et bla = la] = |b] = a=b ou a=-b
En revanche, sa restriction a N l’est : c’est une relation d’ordre.
(ii) Combinaisons linéaires : Si d|a et si d|b, alors d|(au + bv) pour tous u,v € Z.
(iii) Produit : Sialb et si c|d, alors ac|bd. En particulier, si a|b, alors a*|b* pour tout k € N.

(iv) Multiplication/division par un entier : Sid#0: «alb <= ad|bd.

Démonstration

(i) La réflexivité et la transitivité de | ont été démontrées dans le chapitre sur les relations d’ordre. Contentons-
nous de montrer ’équivalence relative au défaut d’antisymétrie de |. L’une des deux implications est triviale :

si |a| = |b], i.e. a = b ou a = —b, il est clair que a|b et que b|a.

Réciproquement, faisons I'hypothése que alb et bla. Alors il existe k, 1 € Z tels que b = ak et a = bl. Du coup
b = bkl. Deux cas se présentent alors : si b = 0, alors a = bl = 0 et on a donc bien |a| = |b]; si au contraire
b # 0, alors kl = 1 et donc, puisque k et [ sont entiers, on a soit k =1 =1, soit k =1= —1,ie. a="0bou
a = —b, i.e. |a] = |b] comme voulu.

(ii) Faisons I’hypothése que d|a et d|b. Il existe donc k, [ € Z tels que a = dk et b = dl. Alors au+bv = d(ku+wvl)
avec ku + vl € Z pour tous u,v € Z, et donc d’(au + bv) comme annoncé.

(iv) Supposons d # 0. Si alb, alors comme par ailleurs d|d, 'assertion (iii) affirme que ad|bd.
Réciproquement, supposons que ad|bd. Il existe alors k € Z tel que bd = kad, et donc tel que b = ak. Ceci
montre bien que alb. [ |

1.2 RELATION DE CONGRUENCE

Définition (Congruence modulo un entier) Soient n € N et a,b € Z. On dit que a est congru ¢ b modulo n si n!(b —a),
i.e. 8’il existe k € Z tel que b = a + kn. Cette relation se note a = b mod n.

¥ ¥ ¥ Explication La relation de congruence est une généralisation de la relation de divisibilité. Il faut & tout prix avoir
en téte le cas particulier suivant : nla <= a =0 mod n.

Théoréme (Propriétés de la relation de congruence) Soient a,a’,b,b’ € Z et m,n € N.
(i) Relation d’équivalence : La relation - = - mod n est réflexive, symétrique et transitive.
(ii) Somme : Sia=b mod netsia =b mod n, alors a+a’ =b+ b mod n.

(iii) Produit : Sia=0b mod n et si a’ =¥ mod n, alors aa’ = bb’ mod n.
En particulier, si ¢ = b mod n, alors a* = * mod n pour tout k € N.

(iv) Multiplication/division par un entier : Sim#0: a=b modn <= am=bm mod mn.
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Démonstration

(i) La réflexivité et la symétrie de - = - mod n sont immédiates. Montrons seulement la transitivité. Trois
entiers a,b,c € Z étant donnés, faisons 'hypothése que a = b mod n et b = ¢ mod n. Alors n‘(b —a) et

n‘(c —b), donc par somme n’((c —b)+ (b—a)), ie. n’(c —a), ou encore a = ¢ mod n.

(i) Sia=b mod netsia =b" mod n, alors n|(b—a) et n|(b’ —a’), donc par somme n‘ (b—a)+ (b —a)),
ie. n‘ ((b+b")—(a+a')), ou encore a+a’ =b+b mod n.

(iii) On remarque que bb’ — aa’ = b(b' — a’) + a'(b — a). Du coup, si a =b mod n et si ' = b mod n, alors
n|(b—a) et n|(b' —a’), et donc par combinaison linéaire n‘ (bt —a')+a'(b—a)), i.e. n|(bb’ —aa’), ou encore
aa’ = bb' mod n.

(iv) Enfin: a=b modn <= n‘(b—a) 22 mn‘m(b—a) < am =bm mod mn. [ |

1.3 DIVISION EUCLIDIENNE

Théoréme (Division euclidienne) Soient a € Z et b € N*. Il existe un unique couple (¢,r) € Z x N tel que :

a=bg+r et 0<r<b—1 (cequ’on peut aussi écrire : 0<r <b).
Dans cet énoncé, a est appelé le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste. Ona: ¢q= {%J et r=a modb.

¥ ¥ ¥ Explication
e Le théoréme de la division euclidienne est un résultat d’existence et d’unicité : voila ’essentiel.

e En termes de congruences, le théoréme de la division euclidienne affirme simplement que tout entier relatif a est congru
modulo b & un entier unique entier » compris entre 0 et b — 1. Par exemple, on peut ramener ’entier a = 12839 & I'un
des entiers 0, 1, 2, 3 ou 4 modulo b = 5. Précisément : 12839 = 5 x 2567+ 4 , et donc 12839 =4 mod 5.

—_—— =S =~
a b q T

e L’idée de la démonstration est fort simple. Si a est positif, nous allons retrancher & a I'entier b une fois, deux fois, trois
fois... jusqu’au moment ol a aura presque complétement fondu, c’est-a-dire jusqu’au moment ot le résultat sera compris
entre 0 et b — 1. Si a est négatif, 'idée est la méme mais on ajoute b au lieu de le retrancher. Le principe est donc simple
mais un probléme se pose tout de méme : comment garantir avec rigueur que 'on finit bien par obtenir un entier compris
entre 0 et b—17

Démonstration

e Existence du couple (q,7) : On démontre d’abord 'existence de (g, ) dans le cas ot a > 0. Introduisons
pour cela I'ensemble @Q = {k €N/ a—-0bk > 0}. Cet ensemble () est une partie non vide de N — non

vide car elle contient 0. Mais par ailleurs @ est majoré (par a). En effet, pour tout k € @Q, a — bk > 0 donc
k < bk < a. L’ensemble @ posséde donc un plus grand élément g. Alors a — bg > 0. Mais comme (¢+1) ¢ Q,
a—b(qg+1) < 0. Ces deux inégalités s’écrivent aussi 0 < a —bg < b — 1.

Posons donc r = a — bg. Alors tout va bien : nous l’avons trouvé, notre couple (g, 7).

Etendons a présent le résultat au cas ot a < 0. Or si a < 0, alors —a > 0 et on est ramené au cas précédent :
il existe un couple (q,7) € Z x N tel que —a =bg+r et 0 <r < b — 1. La encore, distinguons deux cas :

1) Sir =0, posons ¢ = —qetr' =0. Alorsa=—bg—r=5bg +7" et 0 <7’ <b—1.
2) Sir>1,posons ¢ =—q—letr' =b—r. Alorsa=—-bg—r=0b¢+r' et 0<r' <b—1. Et voila!

e Unicité du couple (q,7) : Donnons-nous deux couples (q,7), (¢',r") € Z x N tels que a = bg+r = bq’' + 7',
0<r<b—1et0<r <b—1. Alors |r' — 7| < b— 1, mais par ailleurs b(¢ — ¢') = 7" — .
Supposons g # ¢'. Alors |¢ — ¢'| > 1, donc b|g —¢'| > b. Onadonc: b<blg—¢|=|r"—r|<b—1, donc
b < b — 1. Contradiction. Donc ¢ = ¢’. On en déduit aussitdt que 7 = a — bqg = a — bqg’ = v’ comme voulu.

. L . . a a
e Enfin, les conditions sur ¢ et r peuvent se réécrire ainsi : 0 < a—bg <b, puis: 7 1<qg< 7 On

retrouve ici la définition de {%J |
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QX N D En pratique
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(Algorithme de la division euclidienne) Comment calcule-t-on de fait le couple (¢,7) de la

division euclidienne de a par b7 Comme on I’a vu, il convient pour cela, partant de a, de retrancher ou ajouter b un certain
nombre de fois. Cet algorithme simple & décrire est appelé ’algorithme de la division euclidienne.

Hélas, l'algorithme a beau étre simple :

sa mise en ceuvre parait bien pénible. Par exemple, pour diviser 1000 par 3, 333

soustractions sont nécessaires. Ne peut-on pas faire les choses plus simplement ? Oui et non. En réalité vous pratiquez sans le
savoir la division euclidienne depuis le primaire comme une recette qu’on utilise sans réfléchir.

O =
(=]
=

w w
—~

|4>4>
(G} KGN

Conclusion :

Pour le comprendre, prenons ’exemple de la division posée ci-contre. On y divise 347 par 5. Dans un premier
temps, en apparence, on retranche 6 X 5 = 30 de 34; en fait, on retranche 60 x 5 = 300 de 347, puisque le

9 « 6 » apparait comme chiffre des dizaines dans le quotient. Dans un second temps, on retranche 9 x 5 = 45

de 47. Au total, on a retranché (60 +9) x 5 =69 x 5 = 345 a 347 et le reste obtenu est 2.

Ou donc est P’algorithme de la division euclidienne dans tout ¢a ? Avec cet algorithme, au lieu de retrancher
en deux fois 345 de 347, on aurait retranché 5 une premiére fois, 5 une seconde fois, une troisiéme fois. ..
jusqu’a ce que le reste soit strictement inférieur a 5. En tout, on aurait effectué 69 soustractions.

DIVISER, C’EST SOUSTRAIRE dans tous les cas. Simplement en primaire, on suppose connues les tables de

multiplication usuelles. C’est grace a elles que I'on trouve les chiffres « 6 » et « 9 » du quotient dans ’exemple précédent. Quiconque
connait ses tables de multiplication préférera utiliser la méthode des classes primaires. Pour un ordinateur en revanche, il est
plus facile d’effectuer bétement des soustractions que d’aller fouiller dans sa mémoire pour trouver des tables de multiplication.

Exemple

Exemple

265362

Le reste de la division euclidienne de par 7 est égal & 2.

En effet La démonstration de ce résultat est TRES longue si on applique ’algorithme précédent comme un rustre,
car Pentier 2°53%2 possede prés de 20000 décimales. Or on remarque que 22 = 8 = 1 mod 7. C’est I'idée-phare de
cet exemple : dénicher la premiére puissance de 2 congrue & 1 modulo 7 — si elle existe.

On divise alors 65362 par 3: 65362 = 3 x 21787+ 1 et aussitot 267362 = (23)21787 x 2! = 121787 x 2 =2 mod 7.

Soient x,y, z € Z trois entiers solutions de 1’équation de Fermat x® + y> = 2. Alors 'un des entiers z, y ou z est

divisible par 3.

En effet Raisonnons par I’absurde en supposant que ni x ni y ni z n’est divisible par 3.

z mod 9 2 mod 9 3 mod 9 Alors le reste de la division euclidienne de x par 9 est I'un des
1 1 1 entiers 1, 2, 4, 5, 7, 8 — on peut rejeter les cas 0, 3 et 6. Etudions
— un & un ces différents cas dans le tableau ci-contre. Il en ressort
2 4 8=-1 que z° = £1 mod 9. On montrerait de méme que y> = +1

4 16 =-2 -8=1 mod 9 et que z> = +1 mod 9.

=4 16 = -2 8=-1 0 h R 3,,3_.3
r par hypothése ° +y” = z° mod 9. A gauche on a modulo 9
7T=-2 4 —-8=1 soit 1+1 =2, s0it 1 —1 =0, soit —1+1 =0, soit —1—1 = —2;

8= —1 1 1 a droite on a 1. Impossible !

2 DIVISEURS ET MULTIPLES COMMUNS

Définition (Diviseur commun, multiple commun) Soient a,b € Z.
e On appelle diviseur commun de a et b tout entier relatif qui est a la fois un diviseur de a et un diviseur de b.

e On appelle multiple commun de a et b tout entier relatif qui est a la fois un multiple de a et un multiple de b.

2.1 PGCD

e d est un diviseur commun de a et b :

Définition (PGCD) Soient a,b € Z. On appelle plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b tout entier d € Z tel que :

dla et db ;

e d est un multiple de tout diviseur commun de a et b: Vo € Z, (6|a et 5|b) = Jld.
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¥ ¥ ¥ Explication Dans le cas ol a et b sont des entiers naturels, on demande ici deux choses & d : 1) de minorer I’ensemble

{a, b} au sens de la relation d’ordre de divisibilité ; et 2) d’étre plus grand pour cette relation que tout autre minorant de {a, b}.
D’out I'idée que 'on définit bien la, au sens des relations d’ordre, le plus grand élément de ’ensemble des minorants de {a, b},

i.e. le plus grand diviseur commun de a et b, ou encore la borne inférieure de ’ensemble {a7 b}.

Un PGCD de deux entiers existe-t-il toujours ? Si oui, est-il unique ? Nous énongons ci-aprés deux théorémes essentiels. Tous
deux seront prouvés simultanément au sein d’une preuve unique.

Théoréme (Existence et « unicité » du PGCD) Soient a,b € Z. Il existe un et un seul PGCD positif de a et b; ce
PGCD est noté PGCD(a,b) ou a A b et appelé le PGCD de a et b. Le seul autre PGCD de a et b est alors —PGCD(a, b).

¥ ¥ ¥ Explication On dira ainsi que —3 est un PGCD de 6 et 9, mais, au choix, que 3 est (un ou) le PGCD de 6 et 9.

Théoréme (Théoréme de Bézout, premiére partie) Soient a,b € Z.
11 existe des entiers u,v € Z tels que PGCD(a,b) = au + bu. Un tel couple (u,v) est appelé un couple de coefficients de Bézout
de (a,b).

X X X Attention ! Les entiers u et v ne sont pas du tout uniques. Par exemple, PGCD(4,6) = 2 et on a a la fois
4 xX(-1)+ 6 x 1 =2et 4 x 2 + 6 x(-1)=2.
a u b v a U b v

Démonstration

e Montrons d’abord que a et b possédent au plus deux PGCD qui sont I'opposé I'un de l'autre. Soient d et d’
deux PGCD de a et b. Alors d est un diviseur commun de a et b, donc d|d’ puisque d’ est un PGCD de a et
b. De méme d’ est un diviseur de a et b, donc d'|d puisque d est un PGCD de a et b. Comme voulu |d| = |d'|.

e Pour l'existence du PGCD et le théoréme de Bézout, commencons par le cas a = b = 0. Il est clair dans ce
cas que 0 est un diviseur commun de a et b, nécessairement le plus grand puisque tout entier divise 0.

Nous pouvons désormais supposer a # 0 ou b # 0. L’ensemble (aZ + bZ) N N* est alors une partie non vide
de N — il contient |a| ou |b|, 'un des deux étant non nul — donc posséde un plus petit élément d : d est
un entier naturel non nul et s’écrit d = au + bv pour certains u,v € Z. Nous allons montrer que d est un
PGCD de a et b. Cela montrera en méme temps le théoréme de Bézout puisque par définition d = au + bv
avec u,v € Z.

1) Montrons que d divise a la fois a et b. Il suffit de le prouver pour a par symétrie des rdles de a et
b. La division euclidienne de a par d s’écrit a = dg+ 17 ot ¢q,r € Z et 0 < r < d. Alors r € (aZ + bZ) NN
car r = a—dg = a— (au+bv)g = a(1 —uq) —bvg. Or r < d et d est le plus petit élément de (aZ+ bZ) NN*
donc r = 0. Bref, a = dgq, i.e. d divise a.

2) Soit § € Z divisant a la fois a et b. Alors § divise d puisque d = au + bv. [ |

La preuve précédente a ceci d’inconfortable qu’elle ne nous explique pas comment calculer le PGCD de deux entiers, ni
comment calculer les deux entiers u et v du théoréme de Bézout. Nous présentons ci-aprés deux algorithmes de calcul adaptés a
ces questions : 1'algorithme d’Euclide et 1'algorithme de Bézout.

Lemme (Idée fondamentale de ’algorithme d’Euclide) Soient a € Z, b € N* et r le reste de la division euclidienne de
a par b. Alors PGCD(a,b) = PGCD(b, ).

Démonstration Notons g 'unique entier pour lequel a = bg+r. Montrer que PGCD(a, b) = PGCD(b, r) revient
a montrer que ces deux entiers positifs ou nuls se divisent 'un I'autre.

e Pour commencer, PGCD(a, b) divise a et b, donc aussi b et r puisque r = a—bg. Par définition de PGCD (b, ),
on peut donc affirmer que PGCD(a, b) divise PGCD(b, r).

e De méme, PGCD(b,r) divise b et r, donc aussi a et b puisque a = bg + r. Par définition de PGCD(a, b), on
peut donc affirmer que PGCD(b, r) divise PGCD(a, b). [ |
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X S D En pratique (Algorithme d’Euclide)

e Soient a,b € Z. L’algorithme d’Fuclide va nous permettre de calculer rapidement le PGCD de a et b. Tout d’abord,
PGCD(a,b) = |a|] si b = 0 et PGCD(a,b) = |b| si @ = 0. Ensuite, PGCD(a, b) = PGCD(|a|7|b|). Enfin, évidemment,
PGCD(a,b) = PGCD(b,a). Nous pouvons donc supposer que 0 < b < a. On définit alors les entiers naturels ro,r1,72. ..
de la fagon suivante :

1) on commence par poser ro = a et 11 = b;

2) ensuite, k désignant un entier naturel, tant que rx11 # 0, on note 42 le reste de la division
euclidienne de r; par rx+1 — on a dans ce cas rgy2 < Tk41.

A Tlissue de cette construction, on a les inégalités : 1o > r1 >r2 >r3 > ... > 0. Comme il n’existe qu'un nombre fini
d’entiers naturels entre 0 et 7o, on obtient forcément ry = 0 pour un certain N € N*. Alors rny_1 est le dernier reste
non nul de la suite ro,r1,72... et en vertu de 'idée fondamentale de 1’algorithme d’Euclide :

PGCD(a,b) = PGCD(ro,r1) = PGCD(r1,r2) = PGCD(r2,73) = ... = PGCD(ry—1,7n) = PGCD(rn-1,0) = rn—1.

Bref, le PGCD de a et b est tout simplement le dernier reste non nul ry_1 de la suite des restes successifs o, 71,72 . ..

e Appliquons lalgorithme sur un exemple simple :  PGCD(1542, 58) = 2. 1l s’agit seulement d’effectuer quelques divisions
euclidiennes: 1542 = 26x58+34, 58 = 1x34+424, 34 =1x24+10, 24 =2x10+4, 10=2x442 et 4 =2x2+0.
Le dernier reste non nul obtenu est 2.

D Q2 D En pratique (Algorithme de Bézout) La méthode décrite ci-apres, dite algorithme de Bézout, est & connaitre
impérativement. Nous la présenterons seulement sur un exemple : cherchons par exemple le PGCD de 525 et 3080 ainsi qu’une
identité de Bézout associée. Tout commence avec les divisions euclidiennes successives de ’algorithme d’Euclide :

o 1 T2 1 T2 r3 T2 T3 T4 r3 T4 5
3080 = 5 x 525 + 455, 525 =1 x 455 + 70 455 =6 x 70 + 35, 70 =2x 35 + 0

Le dernier reste non nul est 35, c’est lui le PGCD de 525 et 3080. Partons alors de ’avant-derniére division écrite sous la forme
35 = 455 —6 x 70 . Nous allons dans cette égalité éliminer progressivement r3 puis r2 et aurons ainsi exprimé r4 = 35 en
fonction de r9 = 3080 et ry = 525.
T4 () T3
~~ = =N
PGCD(525,3080) = 35 = 455 —6 x 70

o T [
= 455 —6 x (525 —1 x 455) (on élimine r3)
1 ro
—~~ =
= —6 x 525 47 x 455
1 0 T

~= A~ = = L.
= —6 x 525 +7 x (3080 —5 x 525) (on élimine 732)
To 1

A~ ~ =
=7 x 3080 —41 x 525 . La voila, notre identité de Bézout.

Théoréme (Propriétés du PGCD) Soient a,b € Z.
(i) Pour tout k € Z: PGCD(ak,bk) = |k| PGCD(a,b).

(ii) Pour tout diviseur commun d # 0 deaetb: PGCD (a b) _ PGCD(a,b)

ard)d

Démonstration
(i) Soit k € Z. Nous pouvons supposer k # 0. Notons § = PGCD(a,b) et A = PGCD(ak, bk).
e D’une part d|a et §|b, donc dk|ak et 0k|bk, donc par définition de A, dk|A.

e D’autre part, k|ak et k|bk, donc par définition de A, k|A, de sorte qu’il existe n € Z tel que A = nk.
Ensuite nk = Alak et nk = A|bk, donc n|a et n|b car k # 0. Par définition de ¢, cela montre que n|d, puis
que A = nk|dk.

Nous obtenons ainsi la double divisibilité dk|A et A|dk, et donc |0k| = |A], ou encore A = J|k].

b
ii) Soit d # 0 un diviseur commun de a et b. Notons a = = et B = =. Alors d’aprés (i) :
d
ab
d' d

ISH

PGCD(a, b) = PGCD(ad, Bd) = |d| PGCD(a, B) = |d| PGCD ( > . d’oii le résultat. u
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2.2 NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Définition (Nombres premiers entre eux) Soient a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre euz si leurs seuls diviseurs
communs sont 1 et —1, i.e. si leur PGCD est égal a 1.

Exemple 6 et 35 sont premiers entre eux car les diviseurs de 6 sont 1, +2, +3 et 6 et ceux de 35 sont +1, £5, £7 et +35.

D XY DN En pratique

e La remarque suivante est utile dans de trés nombreux exercices. Soient a,b € Z de PGCD d. Il existe a’,b’ € Z tels que
b PGCD(a,b
a=da’ et b=db'. Alors PGCD(a',b") = PGCD a2) = PGCD(a,b)
d’ d |d|
e Pour montrer que deux entiers sont premiers entre eux, on peut TOUJOURS utiliser I’algorithme de Bézout. Nous verrons
plus loin une autre technique & base de nombres premiers, parfois inutilisable mais souvent plus pratique.

= 1. Bref, a’ et b’ sont premiers entre eux.

Théoréme (Théoréme de Bézout, deuxiéme partie) Soient a,b € Z. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a et b sont premiers entre eux.

(ii) Il existe deux entiers u,v € Z tels que au + bv = 1.

Démonstration L’implication (i) = (ii) résulte immédiatement du théoréme de Bézout, premiére partie. Pour
la réciproque (ii) = (i), supposons 'existence de deux entiers u,v € Z tels que au+bv = 1 et fixons d un diviseur
commun de a et b. Alors d|(au 4+ bv) = 1, donc d = £1. Comme voulu, a et b sont premiers entre eux. |

Théoréme (Théoréme de Gauss) Soient a,b,c € Z. Si albc et si a et b sont premiers entre eux, alors alc.

Démonstration Faisons 'hypothése que albc et que a et b sont premiers entre eux. Alors bc = ak pour un
certain k € Z et le théoréme de Bézout affirme qu’il existe u,v € Z tels que au 4+ bv = 1. Multiplions cette identité
par ¢: acu-+bcv =c¢, puisremplagons be par ak :  a(cu+ kv) =c. Il est bien clair que alc comme voulu. B

Corollaire (Divisibilité par un produit) Soient a,b,n € Z. Si a|n, si b|n et si a et b sont premiers entre eux, alors ab|n.

X R RK Attention ! 1l est impératif de supposer ici a et b premiers entre eux. Par exemple, pour a =b=n =2, a et b
divisent n mais ab ne divise pas n.

Démonstration Comme a|n, il existe k € Z tel que n = ak. Mais bln donc blak. Or a et b sont premiers entre
eux. Le théoréme de Gauss a donc pour conséquence que b|k. Finalement ablak = n comme voulu. |

Corollaire (Forme irréductible d’un nombre rationnel) Soit r € Q. Il existe un unique couple (p,q) € Z x N* tel que

r =2 et tel que p et g soient premiers entre eux. Cette écriture r = P st appelée la forme irréductible de r.
q

¥ ¥ ¥ Explication Une fraction d’entiers est irréductible quand plus aucune simplification n’est possible entre le numérateur
et le dénominateur, sauf par +1.

Démonstration
/

e Commengons par I'unicité du couple (p, ). Soient donc (p,q), (p’,q") € Z x N*. On suppose que r = P_ Il,
q q

et que p et ¢ d’'une part, p’ et ¢’ d’autre part sont premiers entre eux.

On a donc pg’ = p'q. En particulier ¢|pg’. Or p et g sont premiers entre eux, donc d’aprés le théoréme de
Gauss, q|q’. Par symétrie, q’|q, et donc |g| = |¢’|. Mais g et ¢’ sont positifs ou nuls, donc g = ¢’. Comme par
ailleurs ¢ et ¢ sont non nuls, on peut diviser 1’égalité pq’ = p’q par ¢ = ¢’ et du coup p = p’ comme voulu.

e Et l'existence a présent ? Ce qu’on sait par définition de r, c’est qu’il existe deux entiers a et b, b # 0, tels
a . "

que r = 7 On peut toujours supposer que b est positif. Notant d le PGCD de a et b, nous pouvons alors

écrire a = dp et b = dq pour deux entiers p € Z et ¢ € N*. Tout va bien : nous savons que p et g sont premiers

a dp p -

entre eux, et d’autre part r = — = ==.
b dq ¢
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2.3 PPCM

Définition (PPCM) Soient a,b € Z. On appelle plus petit commun multiple (PPCM) de a et b tout entier m € Z tel que :

e m est un multiple commun dea et b: alm et bm ;

e m est un diviseur de tout multiple commun de a et b: Vu € Z, <a|u et b|,u) =  mu.

¥ ¥ ¥ Explication Dans le cas ol a et b sont des entiers naturels, on demande ici deux choses a4 m : 1) de majorer I’ensemble

{a, b} au sens de la relation d’ordre de divisibilité ; et 2) d’étre plus petit pour cette relation que tout autre majorant de {a, b}.
D’oti I'idée que 'on définit bien 14, au sens des relations d’ordre, le plus petit élément de ’ensemble des majorants de {a, b}, ie.

le plus petit multiple commun de a et b, ou encore la borne supérieure de ’ensemble {a7 b}.

Un PPCM de deux entiers existe-t-il toujours ? Si oui, est-il unique ? Le théoréme suivant répond & ces questions.

Théoréme (Existence et « unicité » du PPCM) Soient a,b € Z. Il existe un et un seul PPCM positif de a et b. Ce
PPCM est noté PPCM(a,b) ou a Vb et appelé le PPCM de a et b. Le seul autre PPCM de a et b est alors —PPCM(a, b).

On a l'égalité : |ab] = PGCD(a, b) PPCM(a, b).

¥ 8 ¥ Explication On dira ainsi que —18 est un PPCM de 6 et 9, mais, au choix, que 18 est (un ou) le PPCM de 6 et 9.

Démonstration
e L’« unicité » du PPCM se démontre comme dans le cas des PGCD.

e Sia ou b est nul, comme 0 est le seul multiple de 0, a et b possédent un PPCM unique, & savoir 0.

b
e Supposons désormais que a # 0 et que b # 0 et posons d = PGCD(a,b) # 0. Nous allons montrer que %
est un PPCM de a et b. Cela prouvera d’un coup d’un seul l'existence d’'un PPCM de a et b et la formule
labl| = PGCD(a, b) PPCM(a, b).
D’abord, a = da’ et b = db’ pour certains a’,b’ € Z premiers entre eux. Ensuite %b =ba' = ab'.
1) Montrons que %b est un multiple commun de a et b. Facile : a‘ab’ = %b et blba’ = a_b‘
2) Montrons que %b est un diviseur de tout multiple commun de a et b. Soit m un multiple commun
de a et b. Alors m = au = bv pour certains u,v € Z, donc ua’ = vb’ aprés division par d, donc a’|vd’. Or

a’ et b’ sont premiers entre eux, donc en vertu du théoréme de Gauss, a’|v. Bref, v = a’k pour un certain

k € Z. Concluons : m =bv=>ba'k =k %b, donc en effet %b‘m. |

QX ® QD En pratique La formule « |ab| = PGCD(a,b)PPCM(a,b) » permet de calculer un PPCM a partir d’'un PGCD,
d’apreés 'algorithme d’Euclide. Partant de a et b, on détermine PGCD(a,b) & laide de lalgorithme d’Euclide et on en déduit

PPCM(a, b).

Exemple Nous avons déja montré que PGCD(1542, 58) = 2. Du coup PPCM (1542, 58) = 1542%58 = 44718.

Pour la démonstration du théoréme suivant, vous vous inspirerez de la démonstration donnée dans le cas analogue des PGCD.

Théoréme (Propriétés du PPCM) Soient a,b € Z.
(i) Pour tout k € Z: PPCM(ak,bk) = |k|PPCM(a,b).

a b) __ PPCM(a,b)

(ii) Pour tout diviseur commun d #0deaet b: PPCM <E’ 7= ]
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3 NOMBRES PREMIERS

Définition (Nombre premier, nombre composé) Soit p € N. On dit que p est premier si p # 1 et si les seuls diviseurs
positifs de p sont 1 et p. On dit que p est composé si p # 1 et si p n’est pas premier.

L’ensemble des nombres premiers est parfois noté P.

Exemple 1l n’est pas inutile de connaitre la liste des premiers nombres premiers : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37...

Lemme Soient r € N*, p1,po, ..., p- des nombres premiers distincts et aq, as, . .., a, des entiers naturels non nuls. Alors tout
diviseur premier de p{'ps?...pe" est I'un des p;, ¢ € [1,7].

Démonstration Notons D l'ensemble des entiers de la forme pJtp5?...pe" — comme dans le lemme — dont

au moins un diviseur premier n’est pas l'un des p;, ¢ € [1,7]. Nous voulons montrer que D est vide.

Raisonnons par ’absurde en supposant D non vide. Alors D est une partie non vide de N et posséde donc un plus
petit élément pip5? ... ps" dont un certain diviseur premier p n’est aucun des p;, i € [1,7].

Par hypothése p|p1 (p?171p§2 ...pe7T), et par ailleurs p et p1, en tant que nombres premiers distincts, sont premiers

entre eux, donc d’aprés le théoréme de Gauss, p!p?171p§¥2 CpST Or pSt T pS2 L p2r nest pas un élément de D

car piips?...pi" en est par définition le plus petit. Par conséquent, puisque p’p?171p§¥2 ...p%, pest I'un des p;,

i € [1,7], ce qui est contradictoire et nous permet d’affirmer que D = &. |

Le théoréme suivant est parfois appelé le théoréme fondamental de ’arithmétique.

Théoréme (Existence et unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers)

e Pour tout n > 2, il existe un unique entier r € N*; une unique famille (p1,p2,...,pr) de nombres premiers rangés dans
Pordre p1 < p2 < ... < pr et une unique famille (a1, a2,...,ar) d’entiers naturels non nuls tels que :

s

— 1,2 (o]
n=py pPy"..-Pr -

Les entiers p1,pz,...,pr sont tous les nombres premiers qui divisent n. Pour tout 7 € [1,7], p;® est la plus grande puissance
de p; qui divise n et «; est appelé 'ordre de multiplicité de p; dans n.

Par convention, on considére que I’entier 1 posséde lui aussi une et une seule décomposition de ce genre, avec r = 0 — bref, 1
est le « produit de zéro nombre premier ».

e Ce résultat gagne parfois a étre énoncé sous la forme suivante : pour tout n € N*, il existe une unique famille (vp)pep
d’entiers naturels presque tous nuls, i.e. dont tous les éléments sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux, telle que :

n= Hp”?’.

pEP

¥ 8§ ¥ Explication Dans la deuxiéme formulation du théoréme, le produit H p"? est fini. Rien & voir avec un produit infini

peP
puisque la famille (vp)pep est « presque nulle ».

Démonstration Le programme stipule que vous n’étes pas obligés de savoir refaire cette démonstration. Je
vous conseille néanmoins de la travailler.

e Existence : Par récurrence sur n.
1) Initialisation : 1 n’est divisible par aucun nombre premier, c’est le produit de zéro d’entre eux.

2) Héreédité : Soit n > 2. Faisons I’hypothése que tout entier supérieur ou égal & 2 mais strictement
inférieur & n peut est un produit de nombres premiers. Qu’en est-il de n? Deux cas possibles : soit n est
premier, soit n est composé. Si n est premier, c’est terminé, il est produit de nombres premiers. Supposons-
le donc composé. Il s’écrit donc n = ab ot a et b sont deux diviseurs positifs de n autres que 1 et n. Notre
hypothése de récurrence indique alors que a et b sont des produits de nombres premiers. A fortiori c’est
aussi le cas de n par produit.




© Christophe Bertault - MPSI

e Unicité : Egalement par récurrence sur n.

1) Initialisation : 1 n’est divisible par aucun nombre premier, donc sa décomposition en produit
de (zéro) nombres premiers est unique!

2) Héreédité : Soit n > 2. Faisons I’hypothése que tout entier supérieur ou égal & 2 mais strictement
inférieur & n se décompose d’une unique fagon en un produit de nombres premiers. Qu’en est-il de n?
Soient n = pIip5?...prr = qlﬁ1 qzﬁ2 ...¢% deux décompositions de n en nombres premiers — notations
évidentes. Alors d’aprés le lemme établi juste avant, g1 = p; pour un certain 4 € [1,7] et p1 = ¢; pour un
certain j € 1, s]. Du coup p1 = ¢; = q1 = p; > p1, et donc p1 = ¢1.

s n a1 —1_ oo o B1—1 B2 Bs n N . , e
Dans ces conditions, o =pitT Pyt PR =gt g5% ... ¢s*. Or — posséde une unique décomposition

en produit de nombres premiers par hypothése de récurrence. On en déduit que r = s et que p; = ¢; et
a; = B; pour tout i € [1,r]. Ainsi nos deux décompositions sont égales, c’est I'unicité cherchée. |

Théoréme

(Infinité de ’ensemble des nombres premiers) L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Démonstration Raisonnons par I’absurde en supposant P fini. Notons dans ce cas p1, p2, . . ., pr la liste compléte
des nombres premiers et posons N = pip2...pr + 1. Alors N € N, N > 2, et donc N peut étre décomposé en
produit de facteurs premiers en vertu du théoréme fondamental de 'arithmétique. Soit px un tel diviseur premier
de N, ou k € [1,r]. Alors N =0 mod ps. Or par définition de N, N =1 mod py, donc finalement 1 =0 mod py
— contradiction. |

Théoréme

(PGCD, PPCM et nombres premiers) Soient a,b € N*. Nous savons qu’il existe deux familles uniques

(vp)per et (p)per telles que a = [[ p» et b= .

peEP peP
Alors : PGCD(a,b) = Hpmi"(“P’"P) et PPCM(a,b) = Hp"‘axwp’”’)).
peP p€EP
QX D QN En pratique Quand on connait la décomposition en facteurs premiers de a et b, on peut donc déterminer

PGCD(a,b) et PPCM(a,b) sans utiliser ’algorithme de Bézout. La limite de cette méthode, c’est qu’il peut étre TRES LONG
de déterminer la décomposition d’'un entier en produit de nombres premiers. Pour les grands nombres, ’algorithme de Bézout

est nettement plus utilisable.

Exemple

Démonstration Contentons-nous de traiter le cas des PGCD. Posons d = Hpmi"(“p’yp).

peP
a b a b i a b
. — bt il @ v _ min(pp,vp) a 9
Ona: PGCD(a,b)=PGCD (dx 5 d) |d| PGCD <d7 d> };[Pp x PGCD <d7 d>.
Il ne nous reste plus qu’a montrer que PGCD <%7 g) =1, i.e. que g et g sont premiers entre eux.

. .. .. a b .
Soit & un diviseur commun positif de = et —. Nous devons montrer que § = 1. Raisonnons par l'absurde et
supposons d # 1. Nous pouvons alors nous donner un diviseur premier ¢q de d.

Dans ces conditions, puisque q|d et 5‘% = Hp”pfmin(“”"p), alors g est au moins & la puissance 1 dans ce produit,
peP

ie. ptg — min(pgq,vq) > 1. On montre de la méme fagon que vy — min(pugq, vq) > 1. On a donc pg > min(pg,vg) + 1

et vg > min(uq, vq) + 1, done min(pg, vq) = min(ug, vq) + 1 — contradiction.

. . a R . . N
Conclusion : 6 = 1. Les entiers p et p sont ainsi bien premiers entre eux, ce qui achéve cette preuve. ]

Le PGCD de 600 et 740 est 20 = 22 x 5 car 600 = 23 x 3 x 52 et 740 = 22 x 5 x 37.




